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Die Binomialcoefficienten und einige wichtigere Reihen 


I (Pensum der Prima) 
* 
A. Von den Binomialcoefficienten. 
Erklärung: I. Das Product 1. 2. 9. .. .. n, dessen Faktoren die n ersten Zahlen der Zahlenreihe 
sind, wird bezeichnet mit n! und heisst die Fakultät von n. So ist 6! = 1. 2. 3. 4. 5. 6. 
II, Unter dem nten Binomialcoefficienten aus der Zahl a oder der Tieffunktion a, ge- 
lesen a tief n versteht man einen Quotienten, der im Zühler und Nenner gleich viel 
nämlich n Faktoren hat, und zwar ist der erste Faktor im Zähler gleich der Zahl a 
und jeder folgende um 1 kleiner als der vorhergehende, der Nenner ist die Fakultät 
von n. Die Zahl a ist beliebig, der Zeiger oder Index n soll hier stets als ganze 
positive Zahl genommen werden. 
ie; 8. 7.6. à. 4—1. a—2. a—3 à, 4—1. a—2. a—3. .... a—(n—1) 
So 15t 83 =—sa7, > = > An = = 3 
3! 4! n! 
a § 1. 
Jin Binomialcoefficient, in welchem die Zahl gleich dem Zeiger ist, ist gleich Eins. 
nord 
: a. a—1. a—2. a—3..... a—(a—3). a—(a—2). a—(a—1 
Beweis: 2, = ae (rey Bleeder? 
a! 
_ a, &—1. a—2. a—8..... 8.2. 1. 
a a! 
i == Jl. 
Anmerkung: Da nach der Annahme der Zeiger stets eine positive ganze Zahl sein soll, so kann ein Binomialcoefficient 
| a, nur vorkommen, wenn auch die Zahl a eine ganze positive Zahl ist. 
i § 2. 


Ein Binomialeoeffieient aus einer ganzen positiven Zahl a ist gleich Null, wenn der Zeiger 
n grósser als die Zahl a ist. 


à, — 0, wenn n-a ist, 
Beweis: Da nza sein soll, so ist der kleinste Wert von n = a + 1. Für a,;4 hat der 
Dividend (a+-1) Faktoren, deren erster a, der zweite a—1, der dritte a—2, also der (a-]-1)ste a—(a+1—1) 
ist. Dies ist aber Null, mithin ist der Dividend gleich Null, also auch der ganze Bruch, da der Nenner 
von Null verschieden ist. Wenn a-n ist, enthalten folglich alle Zähler den Faktor Null, und es ist 
: a, = 0 für nya, 
Anmerkung: Es ist a» niemals gleich Null, wenn a eine gebrochene oder negative Zahl ist. 


§ 3. 
Zwei Binomialcoefficienten aus derselben Zahl sind einander gleich, wenn die Summe ihrer 
Zeiger gleich der Zahl ist. 
an —3a,.,, à und n ganze positive Zahlen. 
Beweis: Es sei nza—n, dann ist 
a. a—1. a—2..... a—n--2. a—n--1 


n = 


Da nach Annahme na—n ist, so muss unter den Faktoren des Zählers ein Faktor a—(a—n—1)—n-+-1 
sein, und die darauf folgenden n, n—1, n—2, n—3....a—n+1. Im Nenner muss ein Faktor a—n, 
die darauf folgenden a—n-|-1, a—n--2 bis n sein. Daher ist 
à. a—1. a—2. a—3 .... a-—(a—n—1).n. n—1. n—2. .... a—n-+-1 

I 83 3.4.00 Fe ^ ja—n4-1. "EE MENU: n—9,. fen 
Der Quotient links vom Teilungsstrich hat aber im Zähler und Nenner a—n Faktoren, von 


denen im Zähler der erste a und jeder folgende um 1 kleiner als der vorhergehende ist, während der 
Nenner (a—n)! ist. Der Quotient ist mithin a, ,, derjenige rechts vom Teilungsstrich ist 1, also ist 


a, = 


An = a-n 
Beispiel: 12, = 12, 12.11: 10. 9; 817. 6. 
1. 2 8. 4.0 5.6. 7 ja 
Zusatz: a,-— 1. 
8 4. 


Die Summe zweier Binomialcoefficienten aus derselben Zahl, deren Zeiger um 1 verschieden 
sind, ist gleich einem Binomialcoeffieienten, dessen Zahl um 1 grösser ist, als die Zahl der beiden Sum- 
manden, und dessen Zeiger der gróssere von den Zeigern jener ist. 

an + An—ı = (a+1)n. 

Beweis: a, hat im Zähler und Nenner einen Faktor mehr als a„_ı und zwar im Zähler den 

Faktor a—(n—1), im Nenner den Faktor n, mithin ist: 


f +5 = (et =) (: 4 à—(a- aad) 


LM NI S n—1 
E ( R—L-4-—2.. em) Weeze 
Tagg eA Bers, sone x< n—1 n 
__ (a a—1. a—2... =) (= E : 
= (t 2-3. = sy ^ ) Die Reihenfolge der Faktoren 


ist willkürlich, also 
a--1. a a—1. 4—2 ... . a—(n—2) 
n! 


8, -|- ı-ı = 


Zähler und Nenner der rechten Seite hat aber n Faktoren, von denen der erste im Zähler 
a+1 und jeder folgende um 1 kleiner ist als der vorhergehende, der Nenner ist n! und dies ist nach 
der Erklärung (a4-1),, also ist 

an + 83-1 = (a+ 1)s. 
Setzt man für n, n+1, so erhält man 
(a -+ 1) are = apt + an, 
Beispiele: 7, + 7; = 8. (3⁄3) + ("/s)s = s)» (—Ta + (— Th =(— 8s 
Folgerung: Setzt man in der Formel 
(a + Dar — 8244 + 8x. 
anp = (a—1), + (@—1)n41, so erhält man 
(a+ Ya+ = an + (a—1)n + (€Q—1)n4s. Hierin ist wiederum 
(a — Dap = (a — 2) + (a — Dr, also (a+ 1)nya = an + (à — 1). + (a — 2) + (à — 2) 


€ 


5 


Ist a eine ganze positive Zahl, so gelangt man durch fortgesetzte Anwendung der Formel 
(a + 1).41 = an + anys schliesslich zu einem Binomialcoefficienten, dessen Zahl a—(a—n) = n ist. Dann 
ist aber das Glied n,,,—0 und man erhält 


Anji = a, + (a — 1). + (a — 2). + (a — 3) + .... Dn 
So ist: 6,—5,--4,--3,4-2, 4-1; — 7,—6,--5,--4, 4-9, -2,;  8=73+63+-53+4,+35. 


§ 5. 
Ist die Zahl a eines Binomialcoefficienten negativ, so ist 
(—2) = (— 1) (a +n—1),. 


a.—(e+1) 341.3 (a1) 
== 


Beweis: (—a), = 13 


| T —a&—(s--1.—(--2) — a-F2a-pla-—(a-4 2, 
J udi 3! = 3! 
pes — a. —(a + 1). —(a--2).— (a--3)  a-F-3.a4-2. a--1.a — (+3), 
ar 4! FA 41 
o. — a —(84-1.— (a4-2)....— (a---2n—1) 
er Ch)! = 
(a + 2n — 1). (a + 2n—2)....a+2.a+1].a= (a+ 2n—1)g. 
ae. ae dee: 
(—a) 2 - — a. —(a4-1).... —(ad-2n) — _ a+2n—a+2n—1. ..8--1.a = 
ram (Qn + 1)! nF D 
— (a+ 2n)2n+1. 
§ 6. 


Ist a eine ganze Zahl, so sind alle Binomialcoefficienten von a ganze Zahlen. 


Beweis: I. Fall: a sei positiv. Zuerst ist a, eine ganze Zahl, da 
a.a—l 
1.2 
und von zwei aufeinanderfolgenden Zahlen stets eine durch 2 teilbar ist. 
Ferner ist 
as = (a — 1), + (a — 2, +... 2. 
Hierin sind die einzelnen Summanden ganze Zahlen, mithin auch ihre Summe 
as. Ebenso folgt aus a, = (a — 1), + (a — 2), — .... 3,, dass a, eine 
ganze Zahl ist, da die Summanden ganze Zahlen sind. Ist aber a, eine ganze 
Zahl, so ist es auch a, ete, Daher a, eine ganze Zahl, wenn a eine ganze po- 


] sitive Zahl ist. 
II. Fall: a sei negativ. Da (— a), = (— 1} (a + n — 1), ist und wie Fall I ge- 
iJ zeigt (a -+ n — 1), eine ganze Zahl ist, so ist auch (— a), eine ganze positive 


oder negative Zahl je nachdem n gerade oder ungerade ist. 


B. Reihen. 


Erklärung: Eine Folge von Zahlen, welche nach einem bestimmten Gesetze gebildet er- 
scheinen, heisst eine Reihe oder Progression. Jede dieser Zahlen wird ein Glied der Reihe genannt. 
Enthält die Reihe nur eine begrenzte Anzahl von Gliedern, so heisst sie eine endliche, liegt es aber in 
der Natur der Reihe, dass die Gliederzahl nicht besehrünkt sein kann, so wird die Reihe eine unendliche 
genannt. So führt die Aufgabe: es soll ein Brunnen von n Meter Tiefe gegraben werden. Der erste 


d 


6 


mn 


Meter kostet a Mark, jeder folgende d Mark mehr als der vorhergehende. Wie teuer wurde der Brun- 
nen? zu der endlichen Reihe 

a+(a+d)+ (a+ 2d)+....a+(n--1)d, 
welche nach dem Gesetze gebildet erscheint, dass jedes folgende Glied um d grósser sein soll als das 
vorhergehende. 


Zu einer unendlichen Reihe gelangt man dagegen schon, wenn man in S die Division aus- 


führt. Man erhält dann die unendliche Reihe: 


l--x-4-x'J-x?-L-x*-Lr.... in infinitum, 

welehe nach dem Gesetz gebildet erscheint, dass jedes Glied aus dem vorhergehenden durch Multiplikation 
mit dem Faktor x hervorgeht. 

Eine Reihe, in welcher die aufeinander folgenden Glieder so beschaffen sind, dass sie immer 
grósser werden, heisst eine steigende, im Gegenteile eine fallende. 

Gewöhnlich bezeiehnet man die sämtlichen Glieder einer Reihe mit einerlei Buchstaben, denen 
man Stellenzeiger hinzufügt, um sogleich erkennen zu können, in der wie vielten Stelle von links nach 
rechts gezählt ein Glied der Reihe steht z. D. 


à ay + ag fat... Aa P any, 
wobei jedoch diese Stellenzeiger nicht zu verwechseln sind mit den Zeigern der Binomialcoefficienten, 
die fortan stets mit rémischen Zahlen bezeichnet werden sollen. 

à, ist das allgemeine Glied der Reihe, aus welchem man jedes besondere Glied erhält, wenn 
man statt des allgemeinen Zeigers den besondern Zeiger setzt. 

Dies allgemeine Glied muss stets so dargestellt werden, dass man aus demselben das Bil- 
dungsgesetz der Reihe erkennen kann. Ist z. B. das allgemeine Glied a+ (n — 1) d, so erhält man 
jedes Glied der Reihe, indem man für die veründerliche Grösse n nach einander die Werte 1, 2, 3 etc. 
einsetzt, wodurch man die Reihe a, a -+ d, a+ 2d ete. erhält. Zugleich kann man aus dem allgemeinen 
Glied das Bildungsgesetz der Reihe erkennen, nämlich jedes folgende Glied ist um eine constante Zahl 
grösser als das vorhergehende. 

Bei jeder Reihe kann ferner verlangt werden, dass man die Summe einer beliebigen Anzahl 
von Gliedern vom ersten angefangen auffinde. Der Ausdruck für die zu bestimmende Summe heisst das 
summatorische Glied; es muss wie das allgemeine Glied von dem allgemeinen Zeiger n abhängig sein. 
Setzt man dann statt n die Werte 2, 3, 4 etc., so erhält man aus dem summatorischen Glied die Summe 
von 2, 3, 4 ete. Gliedern der Reihe. Man bezeichnet das summatorische Glied mit Sn. Ist z. B. 


s | 
S8, =an-+n.(n—1)d, so ist für a=2, d —3 


l2 


Für die Bestimmung der Summe der Glieder einer Reihe ist es von Wichtigkeit zu wissen, 
ob die Reihe nur aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht, oder ob die Anzahl der Glieder ins 
Unendliche wüchst. Im letztern Falle heisst die Reihe convergent, wenn die Summe aller ihrer Glieder 
einen endlichen Wert hat, divergent, wenn die Summe aller ihrer Glieder unendlich oder unbestimmt ist. 
So hat die oben angeführte unendliche Reihe: 1 -+ x + x? 4- x? -- .... für x= !/, den Wert 2, dagegen 
ist sie für jeden Wert von x grósser als 1 divergent, da die Glieder ins Unendliche wachsen, mithin 
auch ihre Summe unendlich wird. 

§ 1. 


Eine Reihe, deren Glieder ihrem absolutem Werte nach betrachtet fortwührend wachsen, ist 

stets divergent. 

Beweis: J. Fall: Die Reihe enthält nur positive Glieder. Beim Fortschreiten der Reihe 
werden die einzelnen Glieder immer grósser bis zum unendlich grossen, mithin ist 
auch ihre Summe unendlich gross. 

IT. Fall: Alle Glieder sind negativ. Da beim Fortschreiten der Reihe die einzelnen 
Glieder absolut genommen immer grósser werden bis — oo, so ist auch ihre 
Summe — co und die Reihe divergent, 


T 


annann 


IIT. Fall: Die Reihe enthält abwechselnd positive und negative Glieder. Man kann die 
Reihe a,—a,-+-a,—a,-++ .... entweder wie folgt ordnen: a,—(a,—a,)—(a,—a,) . . . 
Da nach Annahme a,“a,, a,Za, ete., so ist der Inhalt jeder Klammer negativ, 
mithin wächst die Reihe fortwährend und ist daher divergent, oder wenn die 
Reihe mit einem negativen Gliede schliesst (a,—a,)+(a,—a,)+... Hier ist der 
Inhalt jeder Klammer negativ, mithin, da die Anzahl der Klammern unbeschränkt 
ist, die Reihe divergent. Die Reihe ist also unbestimmt, folglich divergent. 
Zusatz. Die erste Bedingung, damit eine unendliche Reihe convergent sei, ist mithin, dass 
ihre Glieder von einem endlichen an gerechnet beständig bis zum Verschwinden abnehmen. Aber dies 
Merkmal allein genügt nicht, wie die Betrachtung der Reihe 


vA d +) TA s Tae a+ 13+ ‘let rot aah alt rer Yalt e 
zeigt, welche aus dem allgemeinen Gliede a, = a +2 hervorgegangen ist, wenn a—o und b=1 gesetzt 


wird und n den allgemeinen Zeiger bezeichnet. In dieser Reihe nehmen zwar die Glieder bis zum Ver- 
Schwinden ab, ohne dass die Reihe convergent ist, da abgesehen von der ersten Gruppe jede Gruppe 
grösser als 7A ist, wenn man in die einzelnen Gruppen je 9, 6, 12, 24 ete. Glieder setzt. Da die Zahl 
der Gruppen unendlich ist, so ist auch die Summe der ganzen "Reihe unendlich, dieselbe also divergent. 
Ein zweites hinreichendes Kennzeichen für die Convergenz und Divergenz der Reihen ergiebt sich später. 


$ 2. 
Man kann zwei Arten von Reihen unterscheiden, arithmetische und geometrische, je nachdem 
dem Bildungsgesetz die Addition bezüglich Subtraction oder die Multiplication bezüglich Division zu 
Grunde liegt. 


I. Arithmetische Reihen. 


Erklärung: Man unterscheidet die arithmetischen Reihen in Reihen erster, zweiter und hö- 
herer Ordnung, je nachdem die Veränderliche in erster, zweiter oder höherer Potenz in dem allgemeinen 
Glied vorkommt. So entsteht, wenn a, = a -+ d (n — 1) das allgemeine Glied ist, eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung, indem man der Veründerlichen n alle Werte von 1 bis zu einer bestimmten Grenze 
beilegt. Die Reihe würde dann lauten: a, a--d, a-]-2d, a+3d,... a--(n—1)d, wo die untergesetzten 

2 3 4 n 
Zahlen die Stelle der Glieder in der Reihe bezeichnen. 

Ist dagegen das allgemeine Glied a, = a -+ b (n — 1) + e(n — 1)?, so bezeichnet dies eine 
arithmetische Reihe zweiter Ordnung, und die Reihe würde lauten, indem man für n die Worte 1, 2, 
3 ete. bis zu einer bestimmten Grenze einsetzt. 


a, atbte, a+2b44e, a--3b4-9e, .... t Db-r (n—1)?e 
1 2 3 4 


a) Arithmetische Reihen erster Ordnung. 
8 1. 

Aus dem allgemeinen Gliede für die arithmetischen Reihen I. Ordnung a, = a-r (n — 1)d 
folgt, dass jedes Glied aus dem vorhergehenden durch Addition bezüglieh Subtraction der Grósse d, die 
den Namen der Differenz der Reihe führt, hervorgeht. Aus dem allgemeinen Glied ist auch ersichtlich, 
dass eine unendliche arithmetische Reihe I. Ordnung stets divergent ist, da bei wachsender Stellenzahl 
die Glieder entweder positiv oder negativ ins Unendliche wachsen, je nachdem d positiv oder negativ 
ist. Das summatorische Glied kann sich daher in diesem Falle immer nur auf eine endliche Anzahl von 
Gliedern erstrecken. 


$ 2. 
Sn =F (a + an) = na + nd. 
Beweis: Man denke sich die Reihe einmal geschrieben: S, = a -+ a + d +a- 2d -- ....a,, und 
zweitens indem man die Reihenfolge der Glieder umkehrt: Sa = an +a, —d-+a, — 2d.. 


dureh Addition erhält man 28, — n (a + an) oder Sn (a+ an) 
Setzt man für a, seinen Wert a+(n—1)d ein, so ist S, =4(ata+(n—1)d)—na+* a d=na+n,d. 


8 B 


d 


$ 3. 


Die Formeln für das allgemeine und das summatorische Glied kann man als algebraische 
Gleichungen betrachten zwischen den Gróssen a, d, n, a, und Sn. Da man aber aus zwei Gleichungen 
nur 2 Unbekannte berechnen kann, so müssen stets 3 Gróssen gegeben sein, damit die beiden anderen be- 
rechnet werden kónnen. In der folgenden Tabelle sind aus 3 gegebenen Gróssen die beiden anderen ent- 
wickelt und dadurch alle Aufgaben gelóst, welche bei diesen Aufgaben sich stellen lassen. 


Gegeben | Gesucht Formel 
Ue OES a I an a, = a + (n—1)d 
II Sn Sn=F(at+a+(o —1) d) — na + n, d 
: _ — d+ Y(2a — d)* +8d Sn | 
2, ear din T'as | See 
|. 4— 2a + y (d — 2a)? + 8d Sn 
II n Di 2d. 1 
3. | a, d, a I Sn gpa!) Te 
id , , n 9d 
II n god Rte 
ri d | 
A | 8, & I Sn Sn= 5 (a+an) 
an — à ! 
i II d dic | 
5. * n, Sn T a am = 
. 2(Sn—a.n) 
E me n.(n— 1) wine IS, 
— (a + 3) (am — 3) 
A iri we Id ab 2 Bn—(a, Fa) j 
2 Sn 
II n ee a l 
7. |n, Sn Lu sui DT 
| n(n—1)d4- 23n 
Tess = 2n 
8.|d,na& Ia a= a, —(n—1)d 
II Sn Sn = (2a, — (n—1) d) > 
9. |n,a,,Sn| Ia p= ae | 
II d em | 
^. n.(n— 1) por” | 
4- Y (d 4-2 a, — 8 d Sn 
10. | d, an, Sn Ia ce ark T a x 
— d + 2a,+ Y (d+ 22,)* — 8d Sn. 
II n nz 2d 


m — BÀ ~ 


| 


| en 


§ 4. 

Aufgabe: Zwischen a und b sollen n Glieder eingeschaltet (interpoliert) werden, so dass die 
erhaltenen Zahlen eine arithmetische Reihe I. Ordnung bilden. 

Auflósung: Gegeben ist a, n und a, — b, gesucht wird d. Man findet Nr. 4, II d= 
da die neue Reihe n + 2 Glieder haben soll, und daher für n der Wert n -++ 2 eingesetzt werden 
muss. Die Glieder der gesuchten Reihe werden mithin: 

b—a, &-n+b —a.n+btb—a, a.@—1)+2b. 
Ape Te e n-+1 Bel E 
__ a, (n--2) + 8b.... 

um n+1 l 

Zusatz: Soll zwischen a und b nur ein Glied eingeschaltet werden, so dass die 3 Glieder 
eine arithmetische Reihe bilden, so ist d — "z* Man nennt das eingeschaltete 


a, = 8,; a = à, + 


ay 


a+b 
2 5 b 


z und die Reihe a; 
Glied das arithmetische Mittel zwischen a und b. 


rr A 


II. Arithmetische Reihen zweiter Ordnung. 


Sl; 
Hat das allgemeine Glied die Form 
a, = a -+ b (n — 1) + ¢(n—1)*, wo a und b auch gleich Null sein können, 
so entsteht, wenn man für die Veründerliehe n die Werte 1, 2,3... bis zu einer bestimmten Grenze 
einsetzt, eine arithmetische Reihe II. Ordnung folgender Gestalt: 


a; a+b+c; a+2b-+4c; a--3b--9e; .. . a4-(n—2)b--(n—2)?e; a-4-(n—1)b-4-(n—1)*e 
1 2 3 4 n—1 n. 


$ 2. 
Erklirung: Subtrahiert man von jedem Gliede einer arithmetischen Reihe hóherer Ordnung 
immer das vorhergehende, so bilden die entstandenen Reste eine neue Reihe, die erste Differenzreihe. 
Verfährt man mit dieser ebenso, so erhält man die zweite Differenzreihe und so fort. 


$53 
8 Us 
Jede arithmetische Reihe pter Ordnung hat p und nur p Differenzreihen. Die Glieder der 
letzten Differenzreihe sind einander gleich und zwar gleich der Fakultät aus dem höchsten Exponenten 
des allgemeinen Gliedes der gegebenen Reihe multiplieiert mit dem constanten Faktor dieser Potenz, 


Beweis: Es sei a, —a--b(n—1)--e(n—1)*4-. ... d (n—1) das allgemeine Glied 
einer Reihe pter Ordnung. Um das allgemeine Glied der ersten Differenzreihe zu erhalten, muss man 
von a, das Glied an-ı subtrahieren. 


an —85.1—8, + b(n—1)-+ e(n—1)? 4 ...... d (n—1)? — a,—b (n—2)—e (n—2)*... d(n—2)» 
=a —a, + b(n — 1)J—b (n — 2) + e(n—1)*— e(n—2)* 4- ....d(n — 1) — d(n—2y. 
Entwickelt man hierin die Klammern nach dem binomischen Lehrsatz und subtrahiert, so er- 
halt man: 
an — an=, —a, +bn—b—bn+2b—c(n®—2n+1—n?+4n—4)+ ... d(m?—pnP-*+ p,, n*7?— pm»? 
+ .... — m + 2pn?7!— 4 p, n?7?--8 py, n?7? H...) 
—=b-3c+... +n(2c+...) +... dpn?—, 


Bezeichnet man hierin die algebraische Summe der constanten Gróssen mit b, und die Fak- 
toren, mit denen die einzelnen Potenzen der Veründerlichen n multiplieiert sind, mit c, etc., so ist 
an — 34 1— b, +e,n-+.... dpn?— d. h. das allgemeine Glied der ersten Differenzreihe bın ist von 
einer Ordnung geringer als die ursprüngliche Reihe und der Coefficient des hóchsten Gliedes ist der con- 
stante Faktor des hóchsten Gliedes der gegebenen Reihe multiplieiert mit dem Potenzexponenten dieses 
Gliedes. 


10 


es 


Subtrahiert man in dieser Reihe von bm das Glied b, , i, so erhält man das allgemeine Glied 
der zweiten Differenzreihe, nämlich 

Din — bi na = b, — b, + c n — c (a — 1) +.... dpn»—-!—dp (n — 1» 

A S 3 + dp(n»—!—n»—! + (p—1)n»— +...) also 

Con =) Open. dp. pe 1 va, 
Mithin ist auch die zweite Differenzreihe um einen Grad niedriger als die erste Differenzreihe und der 
Coefficient des höchsten Gliedes d.p.p — 1. Verfährt man ebenso mit dieser und den folgenden Diffe- 
renzreihen, so erhält man als (p —1)te Differenzreihe eine arithmetische Reihe I. Ordnung, worin der 


Faktor der Veründerlichen d.p.p—1.p —2 . 4. 3. 2. ist, nämlich 
& =e, +d.p.p—l1l.p—2..... 4. 3. 2n. Bildet man hiervon die Diffe- 
renzreihe, so ist da =e, —e¢ +dp.p—l. 4. 3. 2m—n-+1) 
Sa ; E wp d.p! Da hierin die Verän- 


derliche nieht mehr enthalten ist, so lässt sich auch keine Differenzreihe mehr bilden, mithin haben die 
arithmetischen Reihen pter Ordnung p und nur p Differenzreihen und die Glieder der letzten sind d. p! 

Zusatz: Die arithmetischen Reihen zweiter Ordnung haben also die Eigenschaft, dass ihre 
zweiten Differenzreihen gleiche aber von Null verschiedene Glieder haben, 


Ist a, =a + b (n — 1) + c (n — 1)? das allgemeine Glied, so ist die Reihe 
a, atb+e, a4-2b4-4e, a+3b-+9e, . . . a--(n—2)b--(n—2)*e, a+(n—1)b+(n—1?e 
1 2 3 4 n-i n 


die erste Differenzreihe: b+c, b+3c, b--5e,.... und die zweite 
Ze, 20, 26 
Setzt man z. B. 4— 1, b —2, c — 3, so ist 
die Hauptreihe 1, 6, 17, 34, 57, 86, 121,... 
I. Differenzreihe 5, 11, 17, 23, 29, 36 
IL Differenzreihe «6, 6, 6, 6, 6 
Die erste Differenzreihe ist mithin in diesem Falle eine arithmetische Reihe I. Ordnung 
von der Form 5--(n—1)6, und man erkennt eine vorgelegte Folge von Zahlen als eine arithmetische 
Reihe II. Ordnung daran, dass die Glieder ihrer zweiten Differenzreihe sämtlich einander gleich aber 
nicht Null sind. 


8 4. 


Das nte Glied einer arithmetischen Reihe nter Ordnung ist gleich der Summe des ersten 


Gliedes der Reihe selbst und der ersten n—1 Glieder ihrer ersten Differenzreihe: a, = a,+b,+b,+b,+ 
. ba_1, wenn man die Glieder der gegebenen Reihe mit a,, as, a, . . ., die der ersten Differenzreihe 


mit b, b, . , die der zweiten mit ¢,, Cz, Cg . . . ete. bezeichne. 
Kewala: Nach der Erklärung ist: Þn—ı = an — anı 
bis = 8n 1— 2 
ba—s = an—2— an-s 
b = &% — 2; 
b, = a — 8$ 
| "onm Durch Addition ergiebt sich 
baa + bios + bs + ..... b, + b, +b), = an — s oder 


a, =a, +b, +b, +b, t. -© Da—s + ba—a + ba 


x. 
§ 5. 
Das allgemeine Glied einer Reihe zweiter Ordnung lässt sich ausdrücken durch das erste 
Glied der gegebenen Reihe und die ersten Glieder der beiden Differenzreihen: 
a) =a, + b, (n — 1) + e, (a — 1), l 
Beweis: Es ist a,=a,-+b,+b+..... b, Hierin ist b, + b, + - . . ba-ı eine 
arithmetische Reihe erster Ordnung aus (n—1) Gliedern, deren Differenz e, ist, mithin ist b, -- b, +... 
ba = b, (u — 1) + (n — 1),e, und a, = a, + b, (n—1) + e, (0 —1),. 


$ 6. 
Sa = a n + b. ny F ¢ ng. 
Beweis: Es ist a, =a, =a, 
ig = 8p - Ib, 
as =a, + 2b, + C, Zn 
ay = a, + 3b, + €, 3n 


3 an = a, + b,(a—1)+¢,(a—1)n Die Addition dieser Gleichungen liefert 
Sa =n. n +h, [1+2+3-+ TD (n—1)] + €i [2n +3n +4) oe eee (n—1)n | 
Sa = n . aa Fbi ny + e; ng. 


$7 
S . 
Aufgabe: Das allgemeine Glied einer Reihe zu finden, wenn man aus den gegebenen Glie- 
dern die Reihe als eine arithmetische Reihe II. Ordnung erkennen kann. 
Gegeben die Glieder: 1, 6, 17, 34, 57. 
Gesucht das allgemeine Glied der Reihe. 
Auflösung: Man erkennt die vorgelegte Reihe als eine arithmetische II. Ordnung daran, 
dass die Glieder der zweiten Differenzreihe gleich aber von Null verschieden sind, denn es ist: 
1, 6, 17, 34, 57 die Hauptreihe 
oF MS T1, 23 die erste Differenzreihe 
6, 6, 6 die zweite Differenzreihe 
Um nun in a, = a+b (n—1)-+e(n—1)?, a, b und e zu bestimmen, beachte man, dass für n—1 
sich a—1 ergiebt, und dass.c. 2! — 6 also c=3 ist. b wird erhalten aus a,—ai=b-+c=5 oder b=2. 
Mithin ist a, = 1 -+ 2 (n — 1) + 3 (n — 1)°. So ist das fünfte Glied gleich 1--2.4--3.4*— 57. 
Zusatz I. Ist a=0, b=o, c=1, so liefert a, = a--b(n—1)--e(n—1)* die Reihe der Qua- 
dratzahlen, die also eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden, nämlien 
0 2 4, 9, 16 25... Hauptreihe 
120 Doe T. 9 .... erste Differenzreihe 
dA. GO DC E S zweite Differenzreihe. 
Die Summe der ersten n Quadratzahlen findet man aus 
=. + b nj d- 6. ng 
So ist $—0--1.7.6--2.17.6.5 —91. 
1.2 1.28 
Zusatz IL Die unendlichen arithmetischen Reihen II. Ordnung sind stets divergent, denn 


die Glieder derselben wachsen beim Fortschreiten der Reihe positiv oder negativ ins Unendliche, je nach 
dem Vorzeichen von a, b und c. 


PSP 
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HI. Arithmetische Reihen III. und hóherer Ordnung. 


83; 


Das allgemeine Glied einer Reihe III. Ordnung a, = a + b (n — 1) + e (n—1)? + d (n—1)* 
lässt sich durch das erste Glied der gegebenen Reihe und die ersten Glieder der einzelnen Differenz- 
reihen ausdrücken, 


a, — a, + b, (n — 1), +4 (n — 1) 


Beweis: Es ist a, = a1+b,+b,+b,+ ... ba-ı. Hierin ist b,+b;+ . . . bn-ı eine arithme- 
tische Reihe II. Ordnung von (n — 1) Gliedern, mithin ihre Summe S do 4—(n—1)b,--(n—1),e,--(n—1), d, 


folglich a, = a+bın— 1)-- ei(n—1), 4-di(n— 1). 


8 9. 


Sy =n.a + ny b, + ny, e, + n, di 
Beweis: Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist 


a, = a 

ag = 4 4 bi.1 

ag = a + bi. 2 + a. 2n 

a= at 4 bi ES -- (C 31 d d, - Ian 
[I 


5 = 8 + bi. 4 + a. 4u + di. 4m 


an E ài + bi «(0 — Hr, @— D+ dir — Dn. Durch Addition erhält man 


++... = n.21-- b,(12-24-..(n—1)]-2- e, (2n + 911 4-..(n— Dn )-Fdıldu Ant... Dm) 
also Sn =n. a, + nn b, + nm e, + ny d,. 


uy 
c 


Für jede Reihe pter Ordnung ist: 


I, an = a,4-b,(n— 1)4-e,(n—1)n + d(n—1)m4-e,(n—1)wy4- . . 
i. Snc n.a- binme 4-nyd; 4-ny êi - eee 

Beweis: Durch Induction, d. h. es wird bewiesen, dass, wenn die Formeln fiir eine Reihe irgend 
welcher Ordnung gelten, sie dann auch für die Heihen der nächst höhern Ordnung gelten. Für alle Rei- 
hen gilt nun a, =a,t+b, +b, +..... bn—ı. Gilt nun für bitb,+ . . . . bas die Formel II, ist also 
b+b+ ... ba = b,—1)- 6 (n—1)n + di (n—1)n ... wobei die Reihe bi+b,+.... von einem 
Grade niedriger als die gegebene Reihe ist, so erhält man a, = a b: (n — 1) + ei (n — In t+ 
di (n — 1)m +6 (n — lv + 


Dann ist aber a, =a 
ay = 81 + d bi 
dg = ay E 2. bi -+ Qh Cy 
a, = a1 + 3. Dy + 3n Cı -H 3m di. 


=a; t E, bı + Mur e; t (n—1)nd; +... und durch Addition 


Tu E atat Serine ad, =N, mE (n—1)]-e(2 n +3, +4, T.(n— Du yt di(3yd- 4i t 5m t. (n— 1)m)-. . 
Sn =n. & + ng. bi T nm [V1 + ny di Tese 
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Gilt also Formel IT für eine Reihe pter Ordnung, so gilt sie auch für eine Reihe (p+1)ster 
Ordnung. Nun gilt sie aber, wie bewiesen, fiir die Reihen III. Ordnung, also auch fir die Reihen 
IV. Ordnung ete. 
Zusatz I. Ist in einer arithmetischen Reihe IIT. Ordnung a—o, b=o, c=0, d—l, so lie- 
fert a, — 1.(n— 1)? die Reihe der Cubikzahlen, die also eine arithmetische 
Reihe III. Ordnung bilden, nämlich: 
0, 1, 8, 37, 64, 125, 216... Hauptreihe 


1 d 19. 510 017 erste Differenzreihe 
O EA S 2A zweite Differenzreihe 
6 6, 6 dritte Differenzreihe. 


Die Summe der ersten n Glieder ist Sn = .o + ny. 1-- nig 6 - ni; 6... ZB. für n — 1. 


7.6 ODORE Ded 
S9. ———. 6 — —.0 
neu qe RIMIS ee 


21 + 210 + 210 = 441. 


Zusatz II. Alle unendlichen arithmetischen Reihen sind divergent. 


b) Geometrische Reihen. 


S8; T. 


Nach der Erklärung liegt den geometrischen Reihen die Multiplication bezüglich Division zu 
Grunde, d. h. jedes folgende Glied geht aus dem vorhergehenden durch Multiplication oder Division 
mit einem constanten Faktor hervor. Daher ist das allgemeine Glied a, — aq"—!, wobei q der Quotient 
oder Exponent der Reihe heisst. 

Die Glieder der Reihe findet man, indem man in dem allgemeinen Gliede für n die Werte 
von 1 bis zu einer bestimmten Grenze setzt, dann lautet die Reihe a, aq, aq’, aq’... aqt. Ist q in 
absoluter Hinsicht grésser als 1, so heisst die Reihe steigend, ist q in absoluter Hinsicht kleiner als 1, 
so heisst die Reihe fallend. So ist für a — 1 und q=2 die Reihe: 1, 2, 4, 8,16.... fira=1 
unu ges i4, d. Yan Mas Niere 


SL 
Für das summatorische Glied sind 2 Fälle zu unterscheiden, nämlich ob n endlich oder un- 
endlich gross ist. 

I. Fall. Gesucht wird die Summe einer endlichen Anzahl von Gliedern einer geometrischen 

Reihe, deren allgemeines Glied a, = aq" ist. 
Behauptung: IS, = a(q"—1) oder IIS, = all — q") 

q—1 jq 
Beweis: Hs ist Sn—=ataq+-aq?+... aq"7—1. Multipl. man hierin beide Seiten mit q, so ist 
q.Sn—' aq-+aq? -raq*^-4-aq*—2. Subtrahiert man 1 von 2, so 


erhält man Sn (q — 1) = aq" — a = a(q* — 1) daher 
Sn—a(q" — 1) oder durch Erweiterung des Bruches mit — 1 


q—1 
Sn — a(1 — q") 
1—q 


Anmerkung: Formel I wird man benutzen, wenn 271, Formel II, wenn q Z | ist. Ist q—l, so ist so- 
wohl Formel I wie II unbrauchbar, man erhält bier Sn — n.a. 


II. Fall. n ist unendlich gross, Hierbei sind wiederum 3 Fälle zu unterscheiden, nämlich q7—Z1. 


@ 07 


Duque 
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Its 


In diesem Falle ist die Reihe divergent, da beim Fortschreiten der Reihe die 
Glieder bis ins Unendliche wachsen. 
Auch hierin ist die Reihe divergent, da S, — n. ist, und da n unendlich gross 
ist, so ist auch der Wert der Reihe Sn unendlich gross. 

y. qZ1. Hier ist Sn = a(1—q"). Ist nun q ein echter Bruch, so nähert sich mit dem 


1-1 


Wachsen von n der Wert von q” immer mehr dem Werte Null, den er zwar nie erreicht, dem er aber 
so nahe kommt, dass er auf den Wert von Sn keinen Einfluss mehr hat, folglich ist für n = unend- 


lich und q Z 1. 


Sn = [=e daher ist die Reihe a, aq, aq?... 


in diesem Falle convergent. 


§ 3. 


Die beiden Formeln a, = aq"! und S, = a(q? — 1) bilden zwei algebraische Gleichungen 


zwischen a, an, n, Sn und q. 


q—1 


Sind von diesen Gróssen 3 gegeben, so lassen sich die beiden anderen 


berechnen, wie die nachstehende Tabelle ergiebt, die alle Aufgaben lóst, die sich bei den geometrischen 
Reihen stellen lassen. 


Gegeben Gesucht Formel 
I. 108,0, 1 la an = aq 
II Sn fuse Se Mc 
q—1 1-4 
2: ase. on ia, an = Tecum 
nu — Log (a--(q—1)Sn)—Log a E 
Log q 
3. | a, n, Sn I ay an zu berechnen aus der Gleichung a, (Sn — a®)*~'—a (Sn—a)"^! = o. 
II q q zu berechnen aus g? — = q+ -— = 0, 
zte n—1 
4, | q, n, Sn I a, i. = so 
II a s G— hn 
q= 
5. | a, q, on I Sn Sn = e 
Log a, — Log a 
II n n — S Ed +1 
p. (q — 1) an 
6 a, D, An I Sn Sn = gi 
n—1 An 
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ua ann 


| Gegeben | Gesucht | Formel 
EHE EEE en potio qc a ug 
| 
= ; | Sn—a 
De: aa Su Iq ER 
| | __ Log a4—Log a 
Hun n = Log (S, — a)— Log (S. — 8) md 
: = (q?>—1) ay 
8. 5. ar: rs I Sn Bi : 
1 FÜ 
| II a a = = 
9. J, an, Sn la | 2-q4q.a,.(q— 1) $n 
Ion En Log an — Log (qan — (q — 1) Sn) Jos 
à Log q te 
10. | n, a,, Sn I a wird gefunden aus a(Sn — a)"~'—a, (Sn — a»)! = 0 
; Sn a 
II q wird gefunden aus q" — ur 1 aT ay 0. 
$4 


Aufgabe: Zwischen 2 Glieder a und b sollen n Glieder eingeschaltet werden, so dass sie 
zusammen eine geometrische Reihe bilden. 

Auflösung: Die Aufgabe ist gelöst, wenn man q kennt. Das erste Glied ist a, das letzte 
Glied a, — b, die Anzahl der Glieder n + 2. Aus 6. II folgt, wenn man für n, n + 2 einsetzt 


ni 
q =7/} , also ist die Reihe: 


a 
: n+1 6 n+1 b 2 nif 3 
ra a, ala NUES i g>) TUM b. 


2 —— "ES 
"m Soll nur ein Glied interpoliert werden, so ist n — 3, q = yẹ und die Reihe a, a Vz u: 


~ 


Das eingeschaltete Glied ay? = Vab ist die mittlere Proportionale zwischen a und b. 


sn 
329 

Aufgabe: Gesucht wird das summatorische Glied der geometrischen Reihe a, = (a+ 
(n — 1) d) gr. 

Auflösung: Es ist I S, — a + (a + d)q-- (a + 2d) q?* + . . . (a+(m—I)d)g"r-!. Multi- 
pliciert man diese Gleichung mit q, so ist IIq. S; = aq + (a+ d) q?+ (a+ 2d) p? - . . . (a--(n— 1)d)q*. 
Löst man hierin alle Klammern bis auf die letzte in If auf und subtrahiert I von II, so heben sich 
alle Glieder, welche a enthalten, bis auf das erste in I fort und es bleibt: 

(q—1) Sn = (a + (n — 1) d) q»— a — (d q + dq? + dq* + dq?) 
qd (q^? 1) 
= (a+ (n — 1) d) qe—a — q—1 

ga — ern 1) 4) ana qd Ma) 


q—1 (q—1? 
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§ 6. z3 
Die Differenz zweier Potenzen von gleichem Exponenten ist durch die Differenz der beiden 
Grundzahlen teilbar a*—b"=(a—b)—=(a™*++a" *bt+a™*h?+ .. . be), 


Beweis: Setzt man in der Formel Sn = alsa) à —] und q = 2, so erhält man 


1—q ’ 


— b =. ba 1 Multipliziert man dies und die gegebene Reihe 
ed i—b)a"— 
1—— —(&—b 


n. hn 
mit a^^, so ist au — a! + gn? + an3 b? 4- bet und dureh Multiplikation mit (a—b); a"—b»— 


(à — B) dax SES Ab a. pr. 


Ende des ersten Teils. 


